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1 Introduction 

Après la démonstration de l'irrationalité de <^(3) par Apéry jï], plusieurs variantes ont été pro- 
posées, parmi lesquelles celles de Beukers Q et Sorokin ||]. Dans ces deux preuves, les formes 
linéaires en 1 et ^(3) sont écrites comme des intégrales triples : 

J[o,i]3 {l-z{l-y{l-x)))^+^ 



pour Beukers, et 



x^jl-x^y^il-y^z^il-zr ^ 
- („,p (l-xy)^+^{l-xyz)^+^ ^"'^^'^^ 



pour Sorokin. Or ces formes linéaires coïncident. Si on croit à la philosophie des périodes y], 
l'égalité de ces intégrales doit pouvoir se démontrer par une suite de changements de variables et 
d'applications des règles d'additivité (par rapport à l'intégrande ou au domaine) et du théorème 



de Stokes. En l'occurrence, un seul changement de variables sufBt (voir le théorème 2.1). 

Les intégrales B{N) ont été généralisées par Vasilyev 0, qui pose ôkixi,... ,a;„) = 1 — 
XkSk-i{xi, ... , pour n > 2 et k € {1, . . . ,n} avec Ôq = 1, et considère 

ni=^-^i^--£ ax^...dx„. (1) 

Il démontre que pour = cette intégrale est un multiple rationnel de C("-)i et | [ÏÔt que pour n = 5 
(respectivement n = 4) et A^ quelconque c'est une forme linéaire en 1, C(3) et C(5) (respectivement 
1, C(2) et C(4))- Il conjecture que pour tous n et N on obtient une forme linéaire en 1 et les valeurs 
de C aux entiers compris entre 2 et n ayant la même parité que n. 

D'autre part, les intégrales ^(A^) sont à rapprocher de celles que Sorokin introduit 0| en 
relation avec C(2, 2, . . . ,2), quand n = 2r est pair : 

f (yiî/2)'-^+<-^Hî/3?/4)('-^)^+(-^^ . . . {yn-iynr nLl(l - , , f,, 

^[0,1]" Ilk&{2,... ,n}pair(l " Vm ■ ■ ■ Vk^^^ 

Dans la section |^ ci-dessous, on définit deux familles d'intégrales, qui généralisent B(N) et 
(|ï|) d'une part, S{N) et (|[) d'autre part, et on montre que ces deux familles se correspondent 
par un changement de variables. On montre en outre qu'un groupe agit sur ces intégrales, de 
manière analogue à ce que Rhin et Viola considèrent ( [ 5 1 , Q ) pour obtenir les meilleures mesures 
d'irrationalité connues pour C(2) et ({3). A la section 3, on définit une autre famille d'intégrales 
ri-uples, qui généralise (|ï]) et sur laquelle agit aussi un groupe ; on retrouve alors dans les cas 
particuliers n = 2 et n = 3 les groupes obtenus par Rhin et Viola. 

On adopte la définition suivante : 
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Définition 1.1 On dit qu'une famille de nombres I{p) £ M!J_U{oo}, paramétrés par p G Z^, admet 
pour groupe de Rhin-Viola un sous-groupe G de GLs(Z) si I{gp)/I{p) est un rationnel non nul 
pour tous g d G etp^V (avec oo/cxd — 1). 

Dans ce texte, on considère des familles d'intégrales n-uples dont les valeurs (lorsqu'elles sont 
finies) sont conjecturalement des formes linéaires sur Q en les polyzêtas de poids au plus n. 
On peut espérer que, pour de bons choix des exposants p, ces intégrales soient assez petites et 
qu'on ait un contrôle sur le dénominateur des coefficients de la forme linéaire. Alors l'étude de 
la valuation p-adique des nombres I{gp)/I{p), quand g parcourt G et p un certain ensemble de 
nombres premiers, peut permettre d'améliorer ce contrôle du dénominateur, donc de raffiner des 
mesures d'irrationalité ou d'indépendance linéaire de certains polyzêtas. 

Davantage de détails, en particulier sur l'action des groupes de Rhin-Viola, seront donnés dans 



2 Une généralisation commune des intégrales de Vasilyev 
et de Sorokin 

Dans tout ce texte, n désigne un entier supérieur ou égal à 2. 

Pour fc e {0, . . . , n} et ^ = (xi, . . . ,a;„) e [0, 1]" on pose Dk{x) = I]j=o(^l)^2;„a;„_i . . .Xn-j+i- 

On a alors Dq[x) — 1, Di{x) = 1 — a;„, D2{x) = 1 — a;„(l — Xn-i) et Dn{x) — 5n{x). A tout 
p = (ai, . . . , a„, bi, . . . , 5„, C2, . . . , c„) G Z'^"^^ on associe l'intégrale (éventuellement infinie) 



J{p) = 



Tïk=i^Ti.^ - ^k)'''' nfce{2,... ,n-2}pair ^fcfe) dxi . . . dx„ 
[04]" Y{l=2Dk{xY>' nfee{3,...,n-i}impair Dk{x) Dn{x) 



Par ailleurs, à tout P ~ {Ai, . . . , A„, Bi, . . . , B„, C2, . . . , Gn) G Zr" on associe 

^[0,1]" nfe=2(i - yiys ■ • • yk)^''+^ 

Cette intégrale est finie si, et seulement si, on a J2k=2i^f^ ~ B^)^ < Bi et Ak > 0, Bk > pour 
tout k. 



Théorème 2.1 Pour tout p G Z^" ^ on a J{p) = K{P), où P_ est donné en fonction de p par : 
Ak = On+i-k pour 1 < k <n , 

Bk = bn+i-k pour 2 < k < n et Bi = a„_i + 6„ - C2 - C3 - . . . - c„, 

Cfc = Qn+i-k + bn+i-k - Cfe - Cfc+i - ... - c„ pour tout k e {2,... , n} pair, 

Gk ^ Ck + Ck+i + . . . + On — On-k pour tout k G {3, ... , n} impair, avec la convention oq — 0. 

Ce résultat provient du changement de variables défini par Xk = Vn+i-k pour k = 7i mod 2 
et Xk = i~y^"y''^_^"\^ '' pour k ^ n mod 2. On peut bien sûr l'inverser, ce qui correspond à 
exprimer p en fonction de P_ dans le théorème 



2.1 



Corollaire 2.2 Avec les notations de l'introduction, on a B(N) — S{N) pour tout N > 0, et 

/[o,i]" n,,^.J,:;pa^r(^-Vl■■■v^)'^' '^y' . . . dy„ s* n est pair, 
/[o,i]" (i-y....y.)-^'^\ïtf^^~^l^^^^^^^ ...ày^sm est impair. 



l'intégrale est égale à 



L'intérêt des intégrales K{P) (donc du théorème ^) est qu'elles se développent "naturelle- 
ment" en séries multiples, dont on peut espérer démontrer que ce sont des formes linéaires sur Q 
en les polyzêtas de poids au plus n. Par exemple, pour iV = 0, (|ï|) vaut 

y l 

/ y ;2;2 ;2 ; 

1 *1*2 • ■ •*(„_l)/2Hn+l)/2 
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si n est impair, et 



ii>/2>...>/„/2>l 1 2 • ■ ■ n/2 

si n est pair. Le résultat de Vasilyev selon lequel cette intégrale égale (— l)""-'^Li„((— se 
ramène ainsi à une identité linéaire entre polyzêtas. Or il existe des outils combinatoires pour 
démontrer de telles identités (voir |ïï]| ). 

Proposition 2.3 Si n > 3, la famille {K{P)) admet un groupe de Rhin-Viola d'ordre 32, isomor- 
phe à {y y.V) yi Z/2Z, oùV = Z/2Z x Z/2Z est le groupe de Klein et Z/2Z agit en permutant les 
facteurs de V xV . Cela provient d'analogues des transformations a et x de et du changement 
de variables défini par y'^. = i-U 'y^'^^l pour tout A: G {1, . . . ,n} (avec la convention Un+i — 0)- 

3 Une généralisation du groupe de Rhin-Viola 

On reprend la notation ôk utilisée dans l'introduction. A tout p — {ai, . . . , a„, bi, . . . , 6„, C2, . . . , c„) € 
^3n-i Qj-^ associe 

f nLi<'(l-^fc)'"° dxi...dx„ 

'[0,1]" Uk=2^k{x)'"' Ôn{x) 

On pose Qn = c„ - bn et g„-i = c„_i - 1 - 6„_i, puis gk = q1^2 + Cfe - 1 - fcfc pour tout 
fc G {1, . . . , rj — 2} en notant a+ = max(a, 0) et avec la convention ci = 1. Alors l'intégrale Lijj) 
est finie si, et seulement si, on a > 0, 6fc > et Qk < Ok-i pour tout k G {1, . . . ,n}, avec la 
convention oq — Q. 

Notons a l'automorphisme de Z^"~^ qui échange ai et 62, ainsi que 02 et &i, en fixant les autres 
coordonnées. Notons V' celui qui à p associe p' — {a'i, ... ,a'^,b'i, . . . , 5^, C2, . . . , J défini par : 

a'y. = an+i-k pour l < k < n , b'^. ^ 6n+2-fe pour 2 < k < n et b[ = a„_i + bn - c„, 
Cfc = an+2-k + bn+2-k + c„+i_fc - 6„+i-fc - a„_fe pour 2 < k < n - l, 
c'n = 02 + b2 - bi. 

Alors des changements de variables montrent qu'on a L{p) ~ L{a{p)) — L{{ip{p)) pour tout p. 
En outre, notons x l'automorphisme de Z'^"^^ qui fixe toutes les composantes, sauf a„ et c„ qu'il 
échange et 6„ qu'il remplace par a„ + 6„ — c„ ; il vérifie L{p) ~ ^ \i^a'+b^''-c ){ ^(x{p)) pour tout p. 

Proposition 3.1 Sin>3, la famille {L{p)) admet un groupe de Rhin-Viola d'ordre 32, isomor- 
phe à [V x V) Z/2Z, qui est engendré par a, ip et x- 

Remarque 1 Peut-être y a-t-il un lie n en tr e les intégrales L{p) et K{P_) qui permette d'expliquer 



le parallélisme entre les propositions 2. S et 3.1 ? 



Pour obtenir une structure de groupe plus riche que celle de la proposition |3.1| , on peut se 
restreindre aux intégrales L{p) telles que C2 = ■ ■ ■ — c„-i = 0. Pour conserver l'action de a et V', 
on doit imposer en outre ai + 62 = 03 + &3 si n = 3, et les relations suivantes si n > 4 : 

a2 = bi et bn = c„ et Ok + bk+i = ak+2 + bk+2 pour tout fc G {1, . . . ,n-2}. 

On note £ l'ensemble des p vérifiant ces relations ; il est stable par a et ip. Notons cj) l'automorphisme 
de S qui stabilise toutes les coordonnées, sauf a„_i et c„ qu'il échange, 6„_i qu'il remplace par 
an-i+bn-i-Cn et bn qu'il remplace par a„-i+fe„-c„. On a alors L{p) = c„\(aT-i+b'lZ[-c,,y. ^Wp))- 
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Théorème 3.2 La famille des L{p), pour p G £, admet un groupe de Rhin-Viola G engendré par 
a, Tp et (j). Plus précisément : 

• Pour n > 4, ce groupe est isomorphe à (63 x 63) x Z/2Z, donc d'ordre 72 ; il laisse stable 

L{P) . . ^ , L{p) . 

si n > o, et — TT-T — r si n — A. 



• Pour n = 3, le groupe G est isomorphe à H yi ©5, où H est l'hyperplan £1 + . . . + £5 = de 
(Z/2Z)5 ; il laisse stable ,,,,,!,3,b,!fc,!fc3!(„^^ffc3_,3)!(a,+a3_,3), ■ 

• Pour n = 2, le groupe G est isomorphe à S5, et laisse stable ai\a2'.bi'-b2^iai+b2-c2y. ' 

Pour n G {2,3}, on retrouve exactement les situations considérées par Rhin et Viola. Pour 
n = 2, le groupe diédral de [|| est exactement celui engendré par ip et a. Pour n = 3, la 
transformation notée t?^ dans est ici tp o a. On obtient -d en observant qu'il agit sur £ comme 

Pour n = 3, un phénomène mystérieux se produit dans : lorsqu'on impose la relation 
ai + 62 = 03 + 63, ce qui permet d'avoir une action de groupe, les intégrales obtenues sont 
des formes linéaires en 1 et C(3) seulement : ^(2) n'apparaît plus. On peut se demander si un 
phénomène analogue survient pour n > 4. 

Remarque 2 Dans tout ce texte, les propriétés de x et proviennent, comme dans et de la 
formule = ci.{a+b-c)\ lo ^ {i+f3x)''+'^ analogue de cette formule, dans lequel 

le dénominateur serait de la forme (1 + f3xy~^^{l + [3' xY '^^ , permettrait d'enrichir les structures 
de groupe obtenues ici. 
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